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Résumé

Dans le cadre de notre projet, nous avons travaillé sur un article traitant un problème de
robotique. En e�et, l’objectif de l’article est de calculer la zone atteignable d’un bras robotisé en
respectant un certain nombre de contraintes. Le temps de calcul informatique étant trop long,
nous exposons dans ce rapport une méthode de calculs plus rapide basée sur l’utilisation de pro-
duits de Kronecker. Nous présentons premièrement des notions de base concernant les produits
de Kronecker et les fonction Bsplines avant de traiter la résolution de systèmes linéaires à l’aide
de la méthode du pivot de Gauss.

Abstract

In the framework of our project, we worked on an article about robotic. Indeed, the article’s
objective is to compute the feasible space of a robotic system regarding a set of constraints. The
time of computing being too long, we show in this report a method of computing more rapid,
based on the Kronecker’s product. Firstly, we present basic notions about Kronecker product
and Bsplines functions before treating the resolution of linear systems thanks to Gauss’ method.
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1 Introduction

Pour ce projet, nous nous sommes intéressées à des problèmes de robotique, consistant à étudier
les zones que peut atteindre l’extrémité d’un bras d’un robot muni de plusieurs articulations sous
un certain nombre de contraintes. Nous avons pour cela travaillé en collaboration avec Mme Ra-
wan Kalawoun, Mr Sébastien Lengagne et Mr François Bouchon sur un article intitulé "Constraint
Satisfaction Problem using Bsplines Interval Analysis : Application to reachability problem of 2D
robots".
A�n de résoudre ce type de problème, ils utilisent les méthodes de bissection et de contraction de
l’analyse par intervalles qui entraîne cependant un important pessimisme. Ils proposent alors dans
l’article une nouvelle méthode basée sur la propriété de l’enveloppe convexe des fonctions Bsplines
et de la résolution d’un produit de Kronecker itératif, permettant ainsi de réduire ce pessimisme et
le temps de calcul informatique.
Les fonctions Bsplines sont dé�nies à l’aide de fonctions de base et de points de contrôles. Une courbe
Bspline est entièrement comprise dans l’enveloppe convexe formée par ces points de contrôles.
Cependant, ces points de contrôles sont inconnus. On peut les déterminer grâce à l’équation sui-
vante : P = B−1X , où P est le vecteur des points de contrôles, B la matrice contenant les paramètres
polynomiaux des fonctions Bsplines de bases et X le vecteur des coe�cients polynomiaux.
Dans ce cas, B peut s’écrire de la manière suivante : B = B1 ⊗ B2 ⊗ . . . Bi ⊗ . . . Bn, où n désigne
le nombre d’articulations que possède le bras robotisé et ⊗ le produit de Kronecker.
Trouver les points de contrôles représentés par le vecteur P revient à résoudre le système suivant :

P = B−1X = (B1 ⊗B2 ⊗ . . . Bi ⊗ . . . Bn)
−1X

L’objectif est de résoudre le plus rapidement possible ce système. Une première propriété sur le
produit de Kronecker permet d’écrire la relation suivante :

(B1 ⊗B2 ⊗ . . . Bi ⊗ . . . Bn)
−1X = (B−11 ⊗B−12 ⊗ . . . B−1i ⊗ . . . B−1n )X

Nous proposons dans ce rapport une résolution basée sur la méthode du pivot de Gauss qui permet
de ne pas inverser les matrices Bi. Nous présentons donc premièrement les principales propriétés
du produit de Kronecker ainsi que la propriété de l’enveloppe convexe concernant les fonctions
Bsplines. Puis, nous présentons une méthode permmettant de résoudre des systèmes du type :

(B1 ⊗B2 ⊗ . . . Bi ⊗ . . . Bn)X = Y .

2 Produit de Kronecker

2.1 Dé�nition et exemples

Dé�nition 1. Soient A ∈Mm,n(C) et B ∈Mp,q(C). Le produit de Kronecker de A et B est dé�ni
par :

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
... . . . ...

am1B . . . amnB

.
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Exemple 1. Soient A =

(
1 2 3
3 2 1

)
et B =

(
2 1
2 3

)
. Alors :

A⊗B =

(
B 2B 3B
3B 2B B

)
=


2 1 4 2 6 3
2 3 4 6 6 9
6 3 4 2 2 1
6 9 4 6 2 3

.

Exemple 2. Soit B ∈ Mm,n(R). Pour toute matrice identité In, le produit de Kronecker de In par B
donne une matrice diagonale par bloc avec n fois la matrice B le long de la diagonale. Par exemple :

I2 ⊗B =

(
B 0
0 B

)
.

Exemple 3. Soit B une matrice de taille 2 quelconque. Alors :

B ⊗ I2 =


b11 0 b12 0
0 b11 0 b12
b21 0 b22 0
0 b21 0 b22

.

Exemple 4. Soient x ∈ Rm et y ∈ Rn. Alors :

x⊗ y =
(
x1y

T , . . . , xmy
T
)T

=
(
x1y1, . . . , x1yn, x2y1, . . . , x2yn, xmy1, . . . , xmyn

)T ∈ Rmn.

Exemple 5. Soient x ∈ Rm et y ∈ Rn. Alors :

x⊗ yT =
(
x1y, . . . , xmy

)T
=

 x1y1 . . . x1yn
... . . . ...

xmy1 . . . xmyn

 = xyT ∈ Rm×n.

2.2 Propriétés

Théorème 1. Soient A ∈Mm,n(R), B ∈Mr,s(R), C ∈Mn,p(R) et D ∈Ms,t(R). Alors :

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD (∈Mmr,pt(R)).

Preuve. Soient A ∈Mm,n(R), B ∈Mr,s(R), C ∈Mn,p(R) et D ∈Ms,t(R)

(A⊗B)(C ⊗D) =

 a11B . . . a1nB
... . . . ...

am1B . . . amnB


 c11D . . . c1pD

... . . . ...
cn1D . . . cnpD



=



n∑
k=1

a1kck1BD . . .

n∑
k=1

a1kckpBD

... . . . ...
n∑

k=1

amkck1BD . . .
n∑

k=1

amkckpBD

 = AC ⊗BD.
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Propriété 1. Soient A ∈ Mm,n(R),B ∈ Mp,q(R) et C ∈ Ml,k(R). Le produit de Kronecker est
associatif :

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C

Théorème 2. Pour toutes matrices A ∈Mm,n(R) et B ∈Mp,q(R), on a :

(A⊗B)T = AT ⊗BT .

Preuve. Soient A ∈Mm,n(R) et B ∈Mp,q(R).
On a :

A =

 a11 . . . a1n
... . . . ...

am1 . . . amn

 et B =

 b11 . . . b1q
... . . . ...
bp1 . . . bpq


On sait que :

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
... . . . ...

am1B . . . amnB


Alors

(A⊗B)T =

 a11B
T . . . am1B

T

... . . . ...
a1nB

T . . . amnB
T


Or,

AT =

 a11 . . . am1
... . . . ...

a1n . . . amn

et BT =

 b11 . . . bp1
... . . . ...
b1q . . . bpq


On a :

AT ⊗BT =

 a11B
T . . . am1B

T

... . . . ...
a1nB

T . . . amnB
T


D’où,

(A⊗B)T = AT ⊗BT
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Corollaire 1. Si A ∈Mn,n(R) et B ∈Mm,m(R) sont symétriques alors A⊗B est symétrique.

Preuve. Si A et B sont symétriques alors A = AT et B = BT . On a alors : A ⊗ B = AT ⊗ BT . Et
d’après le théorème 2 : AT ⊗ BT = (A ⊗ B)T . On a montré que : A ⊗ B = (A ⊗ B)T . Donc A ⊗ B
est symétrique.

Théorème 3. Si les matrices A et B sont inversibles alors : (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

Preuve. (A⊗B)(A−1 ⊗B−1)

= AA−1 ⊗BB−1 (d’après le théorème 1)

= I ⊗ I

= I

Comme (A⊗B)(A−1 ⊗B−1) = I alors (A⊗B) est l’inverse de (A−1 ⊗B−1) donc :

(A⊗B)−1 = (A−1 ⊗B−1).

Théorème 4. Si A ∈Mn,n(R) et B ∈Mm,m(R) sont normales alors A⊗B est normale.

Preuve. Une matrice A est dite normale si : AAT = ATA. On cherche donc à montrer que :

(A⊗B)T (A⊗B) = (A⊗B)(A⊗B)T .

(A⊗B)T (A⊗B)

= (AT ⊗BT )(A⊗B) car d’après le théorème 2 (A⊗B)T = (AT ⊗BT )

= ATA⊗BTB d’après le théorème 1.

= AAT ⊗BBT car A et B sont normales.

= (A⊗B)(A⊗B)T d’après le théorème 1.

On a montré que : (A⊗B)T (A⊗B) = (A⊗B)(A⊗B)T .

Conclusion : si A et B sont normales alors (A⊗B) est normale.

Corollaire 2. Si A ∈Mn,n(R) et B ∈Mm,m(R) sont orthogonales alors A⊗B est orthogonale.

Preuve. Une matrice A est orthogonale si : ATA = AAT = I .

On cherche à montrer que : (A⊗B)(A⊗B)T = (A⊗B)T (A⊗B) = I .

(A⊗B)(A⊗B)T

= (A⊗B)(AT ⊗BT ) d’après le théorème 2

= AAT ⊗BBT d’après le théorème 1

= I ⊗ I

= I

Il en va de même pour : (A⊗B)T (A⊗B) = (AT ⊗BT )(A⊗B) = I ⊗ I = I .

On a montré que : (A⊗B)(A⊗B)T = I = (A⊗B)T (A⊗B).

Conclusion : si A et B sont orthogonales alors A⊗B est orthogonale.

Remarque 1. Soient A ∈Ma,a(R) et X ∈Ma,b(R).
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A =

 A11 . . . A1a
... . . . ...

Aa1 . . . Aaa

 et X =

 x11 . . . x1b
... . . . ...

xa1 . . . xab


On a :

A×X =

 A11 . . . A1a
... . . . ...

Aa1 . . . Aaa

×
 x11 . . . x1b

... . . . ...
xa1 . . . xab


Soit X ′ ∈Mab,1(R) et Ib ∈Mb,b(R).

X ′ =



x11

x21
...

xa1

x12

x22
...

xa2
...

x1b

x2b
...

xab



et Ib =

 1 0 0

0
. . . 0

0 0 1



On a :

(Ib ⊗ A)X ′ =

 A 0 0

0
. . . 0

0 0 A

×



x11

x21
...

xa1

x12

x22
...

xa2
...

x1b

x2b
...

xab



=



a∑
i=1

A1ixi1

...
a∑

i=1

Aaixi1

...
a∑

i=1

A1ixib

...
a∑

i=1

Aaixib



= Z ′
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Si on met Z ′ sous forme matricielle, Z ′′ s’écrit :

Z ′′ =



a∑
i=1

A1ixi1 . . .
a∑

i=1

A1ixib

... . . . ...
a∑

i=1

Aaixi1 . . .

a∑
i=1

Aaixib


Alors, Z ′′ = A×X

3 Fonction B-splines

3.1 Dé�nition et propriété de l’enveloppe convexe

On se donne une suite de points t0 ≤ ... ≤ tm de la droite réelle, appélés noeuds. Le vecteur
(t0, ..., tm) s’appelle le vecteur des noeuds . Si r noeuds sont égaux à un réel t on dit que t est de
multiplicité r.
On se donne également des points P0, ..., Pm dans Rn, appelés points de contrôle qui forment en-
semble le polygone de contrôle .

Dé�nition 2. Soit une suite de noeuds t0 ≤ ... ≤ tm sur la droite réelle. Soit j = 1, ...,m + 1− i . Si
ti < ti+1, on note :

wi,j(t) =
t− ti

ti+j − ti

si ti = ti+1, on pose wi,j = 0.

On dé�nit par récurrence sur k les fonctions B-splines Bi,k pour i = 0, ...,m− k − 1, par les relations
suivantes.

Bi,0(t) = 1 pour [t ∈ [ti, ti+1]
Bi,0(t) = 0 sinon

pour k ≥ 1

Bi,k(t) = wi,k(t)Bi,k−1(t) + (1− wi+1,k(t))Bi+1,k−1(t).

Remarque 2. Les fonctions B-splines constituent une base (parmi d’autres) de l’espace vectoriel des
fonctions dé�nies sur l’intervalle [t0, tm−k], polynômiales de degré inférieur ou égal à k sur chaque
intervalle [ti, ti+1[, de classe C k−r au voisinage de chaque noeud de multiplicité r.

Dé�nition 3. La fonction B-spline est la somme des fonctions bases avecm points de contrôles (p1, ..., pm)
et k est l’ordre des fonctions bases bi ∀i ∈ {1, ...,m}

F (q) =
n∑

i=1

bki (q)pi
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Proposition 1. Propriétés générales des fonction B-splines.

• La fonction Bi,k est sur chaque intervalle [ti, ti+1[ un polynôme de degré ≤ k.

• La fonction Bi,k s’annule en dehors de l’intervalle [ti, ti+1[.

• La fonction Bi,k s’annule aussi en ti sauf si ti = ti+1 = ... = ti+k < ti+k+1 au quel cas
Bi,k(ti) = 1.

• 0 < Bi,k(ti) = 1 pour t ∈]ti, ti+k[.

• Sur l’intervalle ]ti, ti+k[, la fonction Bi,k ne prend la valeur 1 que si ti+1 = ... = ti+k et en ce
point seulement.

• Sur l’intervalle ]tk, tm−k[,
m−k−1∑
i=0

Bi,k = 1.

• La fonction Bi,k est C∞ à droite de chaque point.

• Au voisinage d’un noeud de multiplicité r, la fonction Bi,k est seulement de classe Ck−r.

3.2 Les points de contrôle.

3.2.1 Premier cas : dimension égale à 1

On considère toutes les fonctions Bsplines sur l’intervalle qui peuvent s’écrire sous formes de fonc-
tions polynomiales avec les coe�cients {a0, a1, ..., an} ∈ Rn+1, on a :

∀q ∈ [q−, q
−] F (q) ∈

n∑
i=0

aiq
i

On peut écrire la fonction F sous la forme :

F (q) = [1, q, ..., qn]× [a0, a1, ..., an]
T

Ou encore,

F (q) = [1, q, ..., qn]×B × [p0, p1, ..., pn]
T

avec [p0, p1, ..., pn]T = B−1 × [a0, a1, ..., an]
T .
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3.2.2 Deuxième cas : dimension égale à n

On suppose que P est un vecteur qui contient les points de contrôles et X un vecteur qui contient
les coe�cients du polynôme. On a alors la relation suivante entre P et X :

P = B−1X .

B peut écire sous la forme :

B = B1 ⊗B2 ⊗ ...⊗Bi ⊗Bn.

avec Bi la matrice correspondant au produit vectoriel entre P et X, ∀i ∈ [1, n] pour chaque point
qi ∈ [q−, q

−].

4 Résolution de systèmes linéaires par la méthode du pivot
de Gauss.

Nous commençons par un exemple sur deux systèmes de 2 équations à 2 inconnues :
Supposons que l’on ait à résoudre les systèmes suivants :

(1)

{
x1 + 2x3 = 1
3x1 + 4x3 = 1

(2)

{
x2 + 2x4 = 2
3x2 + 4x4 = 2

On constate que ces deux systèmes sont associés à la même matrice A ∈M2,2(R) :

A =

(
1 2
3 4

)
Ainsi, au lieu de résoudre ces systèmes séparément, il est possible de le faire en une seule fois en
regroupant les membres de droite sous forme matricielle.
On peut ainsi écrire :

AX = B

Avec A =

(
1 2
3 4

)
, X =

(
x1 x2

x3 x4

)
et B =

(
1 2
1 2

)
Résoudre AX = B permettrait de résoudre simultanément les deux systèmes présentés ci-dessus.
On e�ectue des opérations sur les lignes pour rendre la matrice A triangulaire supérieure.
Par exemple, à la première étape, on retranche 3 fois la première ligne à la seconde.
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A =

(
1 2
0 −2

)
B =

(
1 2
−2 −4

)
Le principe est d’utiliser cette technique pour se ramener à un système triangulaire supérieur dans
un premier temps, avec des 1 sur la diagonale, puis à un système diagonal.
On obtient :

A =

(
1 0
0 1

)
et B =

(
−1 −2
1 2

)
On en déduit : 

x1=−1
x2=−2
x3= 1
x4= 2

4.1 Algorithme.

Algorithme : Recherche un pivot non nul

Entrée: pivot (A,j)
Si A[j,j] != 0
Sinon

i<-j
Tantque A[i,i]=0 faire

i<-i+1
fin tantque
echanger(A,j,i)
pivot<-A[j,j]

finsi
fin

Echanger(A,i,j)
Pour k=1 à nb_colonne faire

t<- A[i,k]
A[i,k]<-A[j,k]
A[j,k]<-t

finpour
fin

4.1.1 Algorithme : Triangulation

Soit A ∈Ma,a(R) et Y ∈Ma,b(R)

Entrée: A,Y
Pour i=1 à a-1 faire

pivot<-pivot(A,i)
Pour j=1 à b faire

Y[i,j]<-Y[i,j]/pivot
fin pour
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pour t=i à a faire
A[i,t]<-A[i,t]/pivot

fin pour
Pour k=i+1 à a faire

T<-A[k,i]
Pour l=i à a faire

A[k,l]<-A[k,l]-T*A[i,l]
fin pour
Pour q=1 à b faire

Y[k,q]<-Y[k,q]-T*Y[i,q]
fin pour

fin pour
fin pour
H<-A[a,a]
A[a,a]<-A[a,a]/H
Pour m=1 à b faire

Y[a,m]<-Y[a,m]/H
fin pour

fin

4.1.2 Algorithme : Remontée

Soit A ∈Ma,a(R) et Y ∈Ma,b(R)

Entrée: A, Y
Pour i=a-1 à 1 faire

Pour j=i+1 à 1 faire
T<-A[i,j]

Pour k=b à 1 faire
Y[i,k]<-Y[i,k]-T*Y[i+1,k]

fin pour
fin pour

fin pour
fin

4.2 Complexité de l’algorithme de Pivot de Gauss

Complexité :Triangulation

a−1∑
i=1

(bdiv+ (a− i+ 1)div+ (
a∑

k=i+1

(a− 1 + 1) add+ (a− i+ 1)mult+ b add+ bmult))

=
a−1∑
i=1

bdiv+
a−1∑
i=1

(a− i)div+
a−1∑
i=1

1div+
a−1∑
i=1

(a− i)(a− i+ 1) add+
a−1∑
i=1

(a− i)(a− i+ 1)mult
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+
a−1∑
i=1

b(a− i) add+
a−1∑
i=1

b(a− i)mult

= (a−1)bdiv+
(a− 1)a

2
div+(a−1)div+

a−1∑
i=1

(a− i)2 add+
a−1∑
i=1

(a− i) add+
a−1∑
i=1

(a− i)2mult

+
a−1∑
i=1

(a− i)mult+
ab(a− 1)

2
add+

ab(a− 1)

2
mult

= (a−1)(b+a

2
+1)div+

a(a− 1)(2a− 1)

6
add+

a(a− 1)

2
add+

a(a− 1)(2a− 1)

6
mult+

a(a− 1)

2
mult

+
ab(a− 1)

2
add+

ab(a− 1)

2
mult

= (a−1)[(b+ a

2
+1)div+

a(2a− 1)

6
add+

a(2a− 1)

6
mult+

a

2
add+

a

2
mult+

ab

2
add+

ab

2
mult]

Donc la complexité totale est égale à :
O
(
(a− 1)(b+ 3

2
a+ 1 + 1

3
(2a− 1)a+ ab)

)
∼ O

(
2
3
a3 + a2b

)
Complexité : Remontée

a−1∑
i=1

(
b∑

k=1

1mult+ 1 add) = b(a− 1) add+ b(a− 1)mult

Donc la complexité totale est égale à :
O(2b(a− 1)) ∼ O(2ab)

Complexité totale de la méthode Pivot de Gauss :

La complexité totale est égale à O
(
2
3
a3 + a2b+ 2ab

)
∼ O

(
2
3
a3 + a2b

)
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5 Application

5.1 Résoudre le système linéaire de la forme : (A⊗B)X = Y

Soient A ∈Ma,a(R), B ∈Mb,b(R) ,X ∈Mab,1(R) et Y ∈Mab,1(R).
On veut résoudre le système linéaire :

(A⊗B)X = Y (1)

On constate qu’on peut écrire le système linéaire (1) sous la forme :

(A⊗ Ib)(Ia ⊗B)X = Y (2)

avec A ∈Ma,a(R), B ∈Mb,b(R)
X ∈Mab,1(R), Y ∈Mab,1(R)
Ia ∈Ma,a(R) et Ib ∈Mb,b(R)

Soit Z ∈ Rab, on pose :

(Ia ⊗B)X = Z

Donc (2) devient :
(A⊗ Ib)Z = Y (3)

On va donc résoudre le système linéaire (A⊗B)X = Y en deux étapes :

1. Résolution du système (A⊗ Ib)Z = Y.

2. Résolution du système (Ia ⊗B)X = Z.

5.1.1 Etape 1 : résoudre (A⊗ Ib)Z = Y .

Soient A ∈Ma,a(R), B ∈Mb,b(R) ,Y ∈Mab,1(R) et Z ∈Mab,1(R) On a :

A⊗ Ib =

 A11Ib . . . A1aIb
... . . . ...

Aa1Ib . . . AaaIb

, Z =



z11
z12
...
z1b
z21
...
z2b
...

za1
...
zab



et Y =



y11
y12

...
y1b
y21

...
y2b
...

ya1
...
yab


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On a le système linéaire : 

A11z11 + A12z21 + . . .+ A1aza1=y11
... =

...
A11z1b + A12z2b + . . .+ A1azab=y1b
A21z11 + A12z21 + . . .+ A1aza1=y21

... =
...

A21z1b + A12z2b + . . .+ A1azab=y2b
... =

...
Aa1z11 + Aa2z21 + . . .+ Aaaza1=ya1

... =
...

Aa1z1b + Aa2z2b + . . .+ Aaazab=yab

Soient Y ′ ∈Ma,b(R) et Z ′ ∈Ma,b(R)

Z ′ =


z11 z12 . . . z1b
z21 z22 . . . z2b
... ... ... ...

za1 za2 . . . zab

 et Y ′ =


y11 y12 . . . y1b
y21 y22 . . . y2b

... ... ... ...
ya1 ya2 . . . yab


On constate que :

AZ ′ = Y ′ ⇔ (A⊗ Ib)Z = Y

Ainsi, pour résoudre le système linéaire (A ⊗ Ib)Z = Y , il su�t de résoudre le système AZ ′ = Y ′

par la méthode de Pivot de Gauss. La complexité est égale à O
(
2
3
a3 + a2b

)
.

5.1.2 Etape 2 : résoudre (Ia ⊗B)X = Z.

Soient B ∈Mb,b(R),Ia ∈Ma,a(R),X ∈Mab,1(R) et Z ∈Mab,1(R) On a :

Ia ⊗B =

 B 0 0

0
. . . 0

0 0 B

, X =



x11

x12
...

x1b

x21
...

x2b
...

xa1
...

xab



et Z =



z11
z12
...
z1b
z21
...
z2b
...

za1
...
zab


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On a le système linéaire : 

B11x11 +B12x12 + . . .+B1bx1b=z11
... =

...
Bb1x11 +Bb1x12 + . . .+Bbbx1b=z1b
B11x21 + A12x22 + . . .+B1bx2b=z21

... =
...

Bb1x21 +Bb1x22 + . . .+Bbbx2b=z2b
... =

...
B11xa1 + A12xa2 + . . .+B1bxab=za1

... =
...

Bb1xa1 +Bb1xa2 + . . .+Bbbxab=zab

Soient X ′ ∈Mb,a(R) et Z ′′ ∈Mb,a(R)

Z ′′ =


z11 z21 . . . za1
z12 z22 . . . za2
... ... ... ...
z1b z2b . . . zab

 = (Z ′)t et X ′ =


x11 x21 . . . xa1

x12 x22 . . . xa2
... ... ... ...

x1b x2b . . . xab


On constate que :

AX ′ = Z ′′ ⇔ (Ia ⊗B)X = Z

Donc, pour résoudre le système linéaire (Ia ⊗B)X = Z , il su�t de résoudre le système AX ′ = Z ′′

par la méthode de Pivot de Gauss. La complexité est égale à O
(
2
3
b3 + b2a

)
.

Ainsi, pour résoudre le système linéaire (A⊗B)X = Y , la complexité est égale àO
(
2
3
a3 + a2b+ 2

3
b3 + b2a

)
Exemple 6. Soient A ∈M5,5(R) et B ∈M7,7(R) et Y ∈M35,1(R)
On veut résoudre le système linéaire suivant :

(A⊗B)X = Y (4)

On pose :
D = A⊗B ∈M35,35(R)

Donc (4) devient :
DX = Y (5)

Par la méthode du Pivot de Gauss, la complexité du système linéaire (5) est O((ab)3), soit (5 × 7)3 =
42875 opérations. Maintenant, si on sépare le système (4) en deux sous système linéaire, on doit :

1. Résoudre (A⊗ Ib)Z = Y.
On transforme ce système sous la forme : AZ ′ = Y ′ avec Z ′ ∈M5,7(R) et Y

′ ∈M5,7(R)
Donc, le nombre d’opérations est de : 2

3
53 + 527.

2. Résoudre (Ia ⊗ B)X = Z. On transforme ce système sous forme : BX ′ = Z ′′ avec Z
′′ ∈

M7,5(R) = (Z ′)t et X ′ ∈M7,5(R)
Donc, le nombre d’opérations est : 2

3
73 + 725.

Ainsi, le nombre d’opérations total vaut : 2
3
53+527+ 2

3
73+725 = 732. L’ordre de complexité est divisé

par 58, 6.
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5.2 Résoudre le système linéaire de la forme : (A⊗B ⊗ C)X = Y

Soient A ∈Ma,a(R),B ∈Mb,b(R),C ∈Mc,c(R),X ∈Mabc,1(R)et Y ∈Mabc,1(R)
On veut résoudre le système linéaire :

(A⊗B ⊗ C)X = Y (6)

On constate qu’on peut écrire le système linéaire (6) sous la forme :

(A⊗ Ibc)(Ia ⊗ (B ⊗ C))X = Y (7)

avec A ∈Ma,a(R),B ∈Mb,b(R),C ∈Mc,c(R)
X ∈Mabc,1(R)et Y ∈Mabc,1(R)
Ibc ∈Mbc,bc(R) et Ia ∈Ma,a(R)

On pose (Ia ⊗ (B ⊗ C))X = Z avec Z ∈Mabc,abc(R) , le système linéaire (7) devient :

(A⊗ Ibc)Z = Y (8)

Par la méthode du Pivot de Gauss, on peut résoudre le système linéaire (8).
La complexité est égale à O

(
2
3
a3 + a2bc

)
.

Puis, on résout le système linéaire (Ia ⊗ (B ⊗ C))X = Z avec X ∈Mabc,1(R)et Z ∈Mabc,1(R)
On peut écrire X et Z sous forme :

Z ′ =

 z11 z12 . . . z1a
... ... ... ...

zbc1 zbc2 . . . zbca

 et X ′ =

 x11 x21 . . . x1a
... ... ... ...

xbc1 xbc2 . . . xbca


Or, (Ia ⊗ (B ⊗ C))X = (B ⊗ C)X ′ = Z ′

Ainsi, pour résoudre le système linéaire (Ia ⊗ (B ⊗ C))X = Z , il su�t de résoudre le système
linéaire (B ⊗ C)X ′ = Z ′ par la méthode du Pivot de Gauss.
La complexité est égale à O

(
2
3
b3 + b2ac+ 2

3
c3 + c2ab

)
Par cette méthode, la complexité pour résoudre le système linéaire (A⊗B ⊗ C)X = Y est égale à
O
(
2
3
a3 + a2bc+ 2

3
b3 + b2ac+ 2

3
c3 + c2ab

)
Exemple 7. Soient A ∈M5,5(R),B ∈M7,7(R),C ∈M8,8(R),X ∈M280,1(R) et Y ∈M280,1(R)
On veut résoudre le système linéaire suivant :

(A⊗B ⊗ C)X = Y (9)

On pose :
D = A⊗B ⊗ C ∈M280,280(R)

Donc (9) devient :
DX = Y (10)

Par la méthode du Pivot de Gauss, la complexité du système linéaire (5) estO((abc)3), soit (5×7×8)3 =
21952000 opérations.
Maintenant, si on sépare le système (9) en deux sous système linéaire, on doit :
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1. Résoudre (A⊗ Ibc)Z = Y.
On transforme ce système sous forme : AZ ′ = Y ′ avec Z ′ ∈M5,56(R) et Y

′ ∈M5,56(R)
Donc, le nombre d’opérations est de : 2

3
53 + 52 × 56.

2. Résoudre (Ia⊗ (B⊗C))X = Z ′. On transforme ce système sous forme : (B⊗C)X ′ = Z ′′ avec
Z

′′ ∈M56,5(R)et X
′ ∈M56,5(R)

On applique la méthode du (0.4.1).
Donc, le nombre d’opérations est de : 2

3
73 + 72 × 5× 8 + 2

3
83 + 82 × 5× 7.

Ainsi, le nombre d’opérations total vaut : 2
3
53+52×56+ 2

3
73+72×5×8+ 2

3
83+82×5×7 = 6253.3.

L’ordre de complexité est divisé par 3510, 5.

6 Conclusion

A l’aide de la méthode du pivot de Gauss pour résoudre les systèmes linéaires, nous avons donc
présenté une manière plus rapide de résoudre des systèmes du type : (A ⊗ B ⊗ C)X = Y . Très
utilisés dans le cadre de la robotique, ces systèmes peuvent inclure jusqu’à sept matrices di�érentes,
voire plus. On doit alors résoudre un système tel que : (A⊗ B ⊗ C ⊗D ⊗ E ⊗ F ⊗G)X = Y . Le
gain de temps obtenu grâce aux propriétés sur le produit de Kronecker n’est donc pas négligeable
comme nous l’avons montré dans les exemples précédents et s’accroît avec le nombre de matrices
incluses dans le système.
A titre de comparaison, comme nous l’avons énoncé en introduction, il est également possible de
réduire le temps de calcul de ce type de système avec la propriété sur les inverses du produit de
Kronecker :

(A⊗B ⊗ C)−1X = (A−1 ⊗B−1 ⊗ C−1)X .

Inverser une matrice carrée de dimension a a pour complexité O(a3). En reprenant les dimensions
de l’exemple 7, inverser les matrices A, B et C nécessiterait donc 53 + 73 + 83 = 980 opérations.
S’ajoutent à cela les deux produits de Kronecker entre une matrice de taille 5 et une matrice de taille
7 puis entre une matrice de taille 35 et une matrice de taille 8. E�ectuer ces deux produits de Kro-
necker nécessite donc2

3
53 + 52 × 56 + 2

3
73 + 72 × 5× 8 + 2

3
83 + 82 × 5× 7 = 6253.3 opérations.

Utiliser la méthode du pivot de Gauss pour résoudre ce type de système s’avère donc nettement
avantageuse. Nous voulions implémenter cette méthode sur les codes que nous ont fournis les cher-
cheurs de l’institut Pascal a�n de les aider dans leurs travaux de recherches sur ce type de problème,
mais nous n’en avons malheureusement pas eu le temps.
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